Тема 3. Принцип Дирихле

При решении задач «на доказательство» часто бывает полезен так называемый «принцип Дирихле»( Петер Густав Лежен Дирихле (1805-1859гг)-известный немецкий математик). В самой простой форме он звучит следующим образом: нельзя посадить трёх кроликов в две клетки так, чтобы в каждой клетке находилось не больше одного кролика.

1. Кот Базилио пообещал Буратино открыть великую тайну, если он составит чудесный квадрат 6х6 из чисел +1,-1,0 так, чтобы все суммы по строкам, по столбцам и по большим диагоналям были различны. Помогите Буратино.

2. Докажите, что среди любых пяти человек есть двое с одинаковым числом знакомых среди этих пяти человек.(Возможно, эти двое ни с кем не знакомы)

3. Докажите то же, что и в предыдущей задаче, если выбрано не 5 человек, а 100 человек и n человек.

4. На собеседование пришли 65 школьников. Им предложили три контрольные работы. За каждую контрольную ставилась одна из оценок: 2,3,4 или 5. Верно ли, что найдутся 2 школьника, получившие одинаковые оценки на всех контрольных работах.
5. На Земле более 6 миллиардов жителей, людей старше 150 лет не существует. Докажите, что на Земле есть 2 человека, родившихся одновременно с точностью до секунды.

6. На параде кавалеры Ордена Славы выстроились в виде каре размером 7х7. У кадого –один, два или три ордена. Дотошные пионеры посчитали число орденов в каждой шеренге, колонне и диагонали из семи человек. Докажите, что какие-то два из этих чисел совпадают.

7. Какое наименьшее число карточек спортлото «6из49» надо купить, чтобы наверняка на одной из них был угадан хотя бы один номер?

8. Пять вершин правильного 110 угольника покрасили в красный цвет, а 11 его вершин – в синий цвет так, что красные точки оказались вершинами правильного пятиугольника, а синие- вершинами правильного 11 угольника. Нет вершин окрашенных сразу в два цвета. Докажите, что у 110-угольника есть сторона, концы которой окрашены в синий и красный цвет.

9. В первенстве по футболу участвуют 10 команд. Каждые две из них должны сыграть между собой один матч(так называемый круговой чемпионат, или чемпионат в один круг). Докажите, что в любой момент состязаний имеются две команды, сыгравшие одинаковое число матчей.

10. На плоскости дано 6 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Каждые 2 точки соединены отрезком одного из двух цветов: красным или зелёным. Докажите, что при этом образуется хотя бы один треугольник с вершинами в заданных точках,  стороны которого имеют одинаковый цвет. 
11. На плоскости дано 17 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Каждые две точки соединены отрезком одного из трёх цветов. Докажите, что при этом образуется хотя бы один треугольник с вершинами в заданных точках,  стороны которого имеют одинаковый цвет. 

12. Докажите , что в любой компании из 6 человек найдутся трое людей либо попарно знакомых, либо попарно незнакомых.

13. На турнир съехалось 105 школьников. Оказалось, что среди любых 15 есть школьники, знакомые между собой. Кроме того, любые два школьника, имеющие одинаковое количество знакомых среди участников турнира, не знакомы между собой, а имеющие разное количество знакомых,-знакомы между собой. Докажите, что среди участников найдётся школьник, знакомый со всеми остальными.

14. Имеется 2002 точки, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Каждая пара точек соединена отрезком. Можно ли окрасить каждый отрезок в один из 6 заданных цветов так, чтобы не оказалось ни одного треугольника, все стороны которого имеют одинаковые цвета.
